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F(t) = G(t)+" ruido”

Q(t) = Z(t) + " ruido” Estima Z(t) observando Q(t)
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¢ Por que hacer métodos numeéricos para EDEs?
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EDO + ruido = Mejor modelo

Usa
Teoria de diferencias finitas y

muy RARA L o
haz una extension estocastica.



llustrar como aproximar soluciones de EDEs a partir de
conocimientos basicos de los métodos deterministas y nociones
muy elementales de variables aleatorias.



Esquema de Charla

1. Introduccion
2. Construccion de Métodos Numéricos

3. Aproximacién Fuerte vs. Débil
4. EDEs con Coeficientes Local Lipschitz

5. Resumen y Comentarios Finales



Construccion de Métodos
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Construccion

Teorema

Sea Y .(t) una caminata aleatoria que inicia en 0 de saltos € y —¢
con igual probabilidad en los tiempos 8,206,369, .... Supongamos
que € = §. Entonces para cada t > 0, el limite

B(t)=1lim Y, t
(t) SILTE) 57\/3( )7

existe en distribucion. Ademas,

_1

E {e"w(’)} —e2® L eR



N = 10

T =1.0

delta = T/np.float (N)

eps = 1.0/np.sqrt (np.float (N))

t = np.linspace(0,T,N+1)

b = np.random.binomial (1, .5, N) # bernulli 0,1

omega = 2.0 » b - 1 # bernulli -1,1
Xn = eps * (omega.cumsum()) # bernulli -h,h
Xn = np.concatenate(([0], Xn))




Caminata Aleatoria de n transiciones

Xn

Construccion toerema Kuo

0.6 1

0.4

0.2

0.0 A

—0.2

— HXxnl

0.0

0.2

T T
0.4 0.6
transiciones

0.8

1.0



Caminata Aleatoria de n transiciones

Xn

Construccion toerema Kuo

1.25 4

1.00 A

0.75 4

0.50 +

0.25 4

0.00 +

—0.25 4

RS E[Xn]

T T
0.4 0.6
transiciones



Caminata Aleatoria de n transiciones

Construccion toerema Kuo

—e— RW
— HXxnl

0.8

0.6

Xn

0.4

0.2

0.0

—0.2 4

—0.4 1

T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
transiciones



Construccion

[Annatr mmian |
Construccion
=5
Yse(t) —— B(t)  Vt>0
8,e—0
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Aproximacion del MB en sentido Fuerte

Definicion

El movimiento Browniano B(t) es el Unico proceso que satisface:
(1) B(0)=0c.s.

(n) Para0<s<t, B(t)—B(s) ~t—sN(0,1).

(In) Para culquier fy < t; <--- <t, € [0, T], las v.a B(t;) — B(t;) son
independientes
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Aproximacion Fuerte vs. Débil




Debil vs Fuerte

dada

dx(t) = f(x(t))dt + g(x(t))dB(1),
x(0)=xp, te][0,T]

Debil Fuerte
Xn+1 = Xn+f(Xn)h+g(Xn) ABn Xn+1 = Xn+f(Xn)h+g(Xn) ABn
@\/Een %ﬁsn

Plen=+1]=1/2 en~N(0,1)

20



EDEs con Coeficientes Local
Lipschitz




Ejemplo:

dy(t) =—10sgn(y(1)ly(1)|"" dt +4adWs,
Yo=0, te[0,10]
~E[ly(10)|], 10*trayectorias ,
h=10/N, N={1,2,...,50}



Ejemplo: oo

dy(t) = —10sgn(y () |y (t)|"" dt + 4dW;,
Yo=0, te0,10]
~E[ly(10)|], 10*trayectorias ,
10200
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Ejemplo:

10500 —

dy(t) =—10sgn(y(1)|y(1)|"" dt +4dWs,

Yo=0, te[0,10] 10 5

~E[ly(10)|], 10*trayectorias , -
h=10/N, N={1,2,...,50}

10150 L
10100 |

105 L

10° 0 I5 1‘0 fS Zb 2|5 3|0 3|5 4|0 4|5 50
number of time steps N

@ Martin Hutzenthaler, Arnulf Jentzen, and Peter E. Kloeden.
Strong and weak divergence in finite time of euler’s method
for stochastic differential equations with non-globally
lipschitz continuous coefficients.
Proceedings of the Royal Society of London A: Mathematical,
Physical and Engineering Sciences, 467(2130):1563-1576,
2011.



Modelos con Condiciones Local Lipschitz

Lotka Volterra

aXi = (AX: — kX; Yi)dt+ o X;dW;
dYt = (kXt Yt — th)dt



Modelos con Condiciones Local Lipschitz

Henston

dS; = pSidt++/ViSt (\ /1 —p2dw +pdw§2>>
dVi = k(A — Vy)dt + 6/ VidW?

e Biologia



Modelos con Condiciones Local Lipschitz

Langevin

dX; = —(VU)(X;)dt + v2edW,;

e Biologia
e Finanzas

e Fisica



Modelos con Condiciones Local Lipschitz

Brusselator

0 =[5~ o+ 1)X + VX ot + gy (X)aW"
dY: = [OCXt + Ytth} dt+ gz(Xt)th(Z)

e Biologia
e Finanzas

e Fisica



Algunas propuestas

6-Euler Maruyama

Yir1 = Y+ h(1 = 0)f(Yi) + 0f(Yi1) + 9( Vi) AW,

o Implicitos: 6 €[0,1].
e 0-BEM

[ Xuerong Mao and Lukasz Szpruch.

e Explicitos: Strong convergence and stability of implicit
numerical methods for stochastic differential
equations with non-globally lipschitz continuous
coefficients.

Journal of Computational and Applied Mathematics,
238:14-28, January 2013.



Algunas propuestas

Forward-Backward Euler Maruyama

Yk = Y1 +h(1 —=0)f(Yi_1)+0f(Yi)+9(Yik—1)AWgk_1

o Implicitos: Yirr = Y+ hf(Yi) + 9(Y) AWk,  6€[0,1].
e 6-BEM
e FBEM

[§ Xuerong Mao and Lukasz Szpruch.
Strong convergence and stability of implicit
numerical methods for stochastic differential
equations with non-globally lipschitz continuous
coefficients.
Journal of Computational and Applied Mathematics,
238:14-28, January 2013.

e Explicitos:



Algunas propuestas

Tamed Euler Maruyama

hf(Yy)
Yip1 = Ye+ iz 0 + (V) AW,
ket = Yot vy TOOAM
e Implicitos:
: g'BBEEl\;A [3 Martin Hutzenthaler, Arnulf Jentzen, and Peter E.
S s Kloeden.
* Explicitos: Strong convergence of an explicit numerical
e Tamed EM

method for sdes with nonglobally lipschitz
continuous coefficients.

The Annals of Applied Probability, 22(4):1611-1641,
August 2012.



Algunas propuestas

Truncated Euler Maruyama

Yki1 = Y+ a(Yi)h+9ga(Yk)

o Implicitos: 1(h(A)) X
fa(x) == (|x|Au X)
e 6-BEM
. ) X
FBEM 0a):= (1xI A~ (2))
e Explicitos:
e Tamed EM

4 Xuerong Mao.
The truncated euler-maruyama method for
stochastic differential equations.

Journal of Computational and Applied Mathematics,
290:370 — 384, 2015.



Algunas propuestas

Euler Maruyama with varying coefficients

hf(Yi) +9( i) A Wi
Y1 = Ye+ , ae(0,1/2
ket =Yt Tk iyl +Taovon: @ <1/
e Implicitos:
: g'BBEEI\;A [§ Sotirios Sabanis.
S Euler approximations with varying coefficients:
* Explicitos: The case of superlinearly growing diffusion
e Tamed EM

coefficients.

e Truncated _ -
e Sabanis Ann. Appl. Probab., 26(4):2083—-2105, 08 2016.



Nuestra Propuesta

f(/) (X) = aj(x)x(/) + bj(X(ff)

ay(t) =f(y(t))dt+g(y(t))dWi,

— [ )~ ene) |

n(t):=k, tet, k1), k>0,
n+(t):k+1a te[tkatk+1)a k>0

Y(tm(t)) Y(tyty)

f "I+(' du
Y(tyy)  aly(tyey))u+b

or(y(ty, (1)) =

23



Nuestra Propuesta

f(y(D)dt+g(y(t)aWs, O (x) = g;(x)x¥ + b;(x7)

f(y(1)) = er(y(tn, (1))
Yty 1)) = Y(tyr)
f}’(fn+(t)) du
Y(tye)  aly(tyey))u+b

or(y(ty, (1)) =

23



Nuestra Propuesta

f(y()dt+g(y(t)aW;, D (x) = aj(x)x¥ + b;(x\7))
(@ (Y8)s - 01 (V7))
1 d
aj’k :aj(Y,E ),..., YIE )),
bk =b; (Vi)

23



Nuestra Propuesta

Fy(1)dt+g(y(1)aW,  fO(x) = a(x)xD + b;(x(D)

| ((Pf(1)(Y[’:)7"'7(Pf(d)(Y;)) —
1 d
aj’k:aj(Yé )’7YI$ )),

(D
= by (Vi)
*() _ ()
Y V' -Y,
, VY
fPr@)(YE)—W
u
fyé,) BT

23



Nuestra Propuesta

f(y(D)dt+g(y(t)aWs, O (x) = g;(x)x¥ + b;(x7)

(2 (Yi)s---» o) (V)
Y*(f)_y(/)

Y = Yi+hor(Y5),
o) (YE) = —t—— Yirr = Yi+a(Y) AW,

U
vd) aj kUtbj k

23



Nuestra Propuesta

(2 (Yi)s - @1 (Y5))

S (VE) = 2 Yirr = Yi+ g(Yi)AW,
(Pf(/>( k)_ %50 k+1 = Y 9 ¥k ks

U
YD) Ekhk

Yi = Yk +hor(Y5),

Teorema
Sea u e R?
vx € RY v =u+hes(v),
(A1) 3 La, a(x) < Lg v=AD(h,u)u+ A®(h,u)b(u).

u)u+ A®(h,u)b(u)

) = or(Fa(u)).

2) [Bi(x(D)2 < Lp(1+]x[?) D v=ANh
. or (U
= 9(Fn(u)), 2

(A-3) Condiciones ceros de g;(-) Fh



Nuestra Propuesta

f(y(D)dt+g(y(t)aWs, O (x) = g;(x)x¥ + b;(x7)

(2 (Yi)s - @1 (Y5))

Yi = Yk +hor(Yy),
Pr) (Yﬁ) = Y;(?)idu Yir1 = Yi +9(Yi) AW,

vd) aj kUtbj k

Y*(f) _ Y[E/- )

Teorema

v=AMN(h u)u+ AP (h,u)b(u)
Fr(u) = v, @5, (u) = @r(Fn(v)),
Vx e RY 9n(u) = g(Fu(u)),
(A-1) 3 La, @i(x) < La

(A-2) [bi(x(D) 2 < Lp(1 + |x[?)
(A-3) Condiciones ceros de a;(-)

23



Nuestra Propuesta

f(y(D)dt+g(y(t)aWs, O (x) = g;(x)x¥ + b;(x7)

(2 (Yi)s - @1 (Y5))

Yi = Yk +hor(Yy),
Pr) (Yﬁ) = ﬁ Yir1 = Yi +9(Yi) AW,

Y/g) aj KU+B] i

Y*(f ) _ YISI‘ )

Teorema

v=AMN(h u)u+ AP (h,u)b(u)
Fr(u) = v, @5, (u) = @r(Fn(v)),
Vx e RY 9n(u) = g(Fu(v)),
(A-1) 3 La, @i(x) < La

(A-2) [bi(x(D) 2 < Lp(1 + |x[?)
(A-3) Condiciones ceros de a;(-)

23



Nuestra Propuesta

f(y(D)dt+g(y(t)aWs, O (x) = g;(x)x¥ + b;(x7)

(@) (Y5 01y (Y5))
" Y;(((j)_ylgj) " "
o (Y§) = 0. Yir1 = Y +9(Yi) AW,
Vi

U
YD) Ekhk

Yi = Yk +hor(Y5),

Teorema
v=AMN(h u)u+ AP (h,u)b(u)
Fn(u) = v, @5, (u) = ¢r(Fn(u)),
vx € R 9n(u) = g(Fa(uv)),
(A-1) 3 La, ai(x) < La =- son local Lipschitz
(A-2) [bi(x(D) 2 < Lp(1 + |x[?)
(A-3) Condiciones ceros de a;(-)
23



Nuestra Propuesta

f(y(D)dt+g(y(t)aWs, O (x) = g;(x)x¥ + b;(x7)

(@) (Y5 01y (Y5))
" Y;(((j)_ylgj) " "
o (Y§) = 0. Yir1 = Y +9(Yi) AW,
Vi

U
YD) Ekhk

Yi = Yk +hor(Y5),

Teorema
v=AMN(h u)u+ AP (h,u)b(u)
Fr(u) = v, @5, (u) = @r(Fn(v)),

vx € R 9n(u) = g(Fn(w)),
(A-1) 3 L, gi(x) <L, =- son local Lipschitz
(A2) [b(x(D)[2 < Lp(1+]x[2) = |or, (U)| < Lo|f(u)|.

(A-3) Condiciones ceros de a;(-)
23



Nuestra Propuesta

f(y(D)dt+g(y(t)aWs, O (x) = g;(x)x¥ + b;(x7)

(@) (Y5 01y (Y5))
" Y;(((j)_ylgj) " "
o (Y§) = 0. Yir1 = Y +9(Yi) AW,
Vi

U
YD) Ekhk

Yi = Yk +hor(Y5),

Teorema
v=AMN(h u)u+ AP (h,u)b(u)
Fr(u) = v, @5, (u) = @r(Fn(v)),

vx € R 9n(u) = g(Fn(w)),
(A-1) 3 L, gi(x) <L, =- son local Lipschitz
(A2) [b(x(D)[2 < Lp(1+]x[2) = |or, (U)| < Lo|f(u)|.

= u),u) Vv |gh(u)? < o* + B*|ul?
(A-3) Condiciones ceros de a;(-) (o, (1), U) V Ign(w) Al

23



Nuestra Propuesta

dy(t) = f(y(t)dt+g(y(1))dWs, fO(x) = ai(x)xV + bi(x))

Yy),... Y,
(97 ( k):(‘) Jf’:(d)( ¥)) Vi = Yit hoy(Y?),
A4 * *
Pr) (Y;:) = Y*(j()ik Vi1 = Y +9(Yi) AW,
"k

U
Y/g/) aj KU+B] i

Método Explicito

= AN(h, Vi) Yic+ A®(h, Yi)b(Yk),
Vx e RY Yier1 = Y +9(Ye) AW,

(A-1) 3 L, gi(x) <L,

(A-2) [bi(x(D) 2 < Lp(1 + |x[?)

(A-3) Condiciones ceros de a;(-)
23



Contra ejemplo para los tamed

dy1(t) = (A = 8y1(t) — (1 - 1)Bya(t)ya(t)) dt — o1 y1 (t)dW, ",
dya(t) = (1= By (Dys(t) — aya(t)) dt — oy yo(t)dW, D,
dys(t) = (1 — 1) Noawya(t) — ys(t) — (1 — 1)By (1)ya(t)) dt — coya(t)aW?

24



Contra ejemplo para los tamed

dy1(t) = (2 = 8y1(t) — (1 = 7)Bys (t)ya(t)) dt — oy y4 (£)dW D,
dya(t) = (1 = 7)Byi (D)ys(t) — aya(t)) dt — o1 yo(t)dW, "
dys(t) = (1 — 1) Noawya(t) — ys(t) — (1 — 1)By (1)ya(t)) dt — coya(t)aW?

poar [ Ee e - 5 v TEM] y=0.5,1n1=05,1=10°,
. . ] 6=01,=10"8 a=0.5,
No =100, u =5, 61 = 0.1,
g ‘ ‘ ‘ 7 ©2=01,
3 S I
. % (10000,10000,10000.)7,
oo ‘ ‘ ‘ 1 h=0.125.
sl | Exacta:BEM h=10"5

24



Contra ejemplo para los tamed

dy1(t) = (2 = 8y1(t) — (1 = 7)Bys (t)ya(t)) dt — oy y4 (£)dW D,
dya(t) = (1= 7)Bya (8)ys(t) — aya(1)) dt — o1 yo(t) AW
dys(t) = ((1—n)Noaya(t) — wya(t) — (1= V)Byi(t)ya(t)) dt — Gays(t)aW®

[— Exact + TEM-Sabanis °o LS o TEM]
T T

@ Dalal, N., Greenhalgh,
D., and Mao, X. (2008).

A stochastic model
for internal hiv
dynamics.

Journal of
Mathematical Analysis
and Applications,
341(2):1084—1101.
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Finales
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Funcion caracteristica

Definicion (Funcion caracteristica)
Sea X v. a., entonces,

ox(t) =E [e"’x} . teR,

es la funcion caracteristica de X.



Funcion caracteristica

Definicion (Funcion caracteristica)
Sea X v. a., entonces,

ox(t) =E [e"’x} . teR,
es la funcion caracteristica de X.

Teorema de continuidad
Sea {Xp};_, v.a,entonces

X0 2 X < x, (1) = ox(1).



Integral Estocastica

[ntearal |
Integral

/ "))




Integral Estocastica

[ntearal |
Integral

-
/ f()d()
0

f:00,T] >R

Determinista:

T N—1
/0 f()ag()~ Y f(t)(ti1— 1)

J=0



Integral Estocastica

[ntearal |
Integral

1
JROLED
0

[0, T]xQ—=R

Determinista:
N—1

.
/0 F()dg() ~ Y f(t)(ts1 — 1)

j=0

It6

?

F(5)(By.1 — By)

—.
Il
o



Integral Estocastica

[ntearal |
Integral

1
JROLED
0

[0, T]xQ—=R

Determinista:
N—1

.
/0 F()dg() ~ Y f(t)(ts1 — 1)

j=0

Ito Stratonovich

~ Y H(6)(By., B, ot
5 ~zf<f 2 ) (B, - B)



Existencia y unicidad de soluciones fuertes para EDEs

Sea dX; = f(t, X;)dt + f(t, X;)dB; en el sentido de It0, t.q.

(EU1) (Medibles): f,g son .?—medibles en (t,x) € [ty, T] x R.
(EU2) (Lipschitz): 3K >0t.q.Vte [, T], x,y €R.

[f(t,x) = f(t,y)|< KIx -y,
lg(t,x) —g(t,y)|< K|x —y|

(EU3) (De crecimiento lineal acotado): 3K > 0, t.q.
Vte [, T], X€R

[f(t, ) P< K21 +|x[%),
lg(t, x)12< K2(1+ %)

(EU4) (Condicién inicial): X;, es #;,—medible con E [|X;,|] < ee.

Entonces, 31X; en [ty, T]con sup E(|X?) < eo.
toStﬁT



Lema de Gronwall

Lema (de Gronwall)
Sean a, B : [fp, T] — R funciones integrables t.qg.

0<a(t)<p(t)+L toc(s)ds tell, T
fo

Entonces ;

a(t) <B(t)+L [ e"=)B(s)ds

fo



Desigualdad de Lyapunovl

Sea X una v.aintegrable y 0 < g < p entonces
Sea X una v.a integrable y 0 < g < p entonces

q
p

E(1X%) <E(IX)



Isometria de Ito

Propiedades Integral de It6

;
/ g(r)dB,] =0
0

2
2. (Isometria) E [(/Tg(r)d8,> ] :/Tg2(r)dr
0 0

1. E




Apéndice A

AD(h,u) =

A (h,u)

EE

< Teorema

ehai (u) 0
O - ehaa(u)

eharv) _ 1
pE———
< ar(u) >{E‘} 0 ‘w0
+h °5
hag(u) _
O erndt—1 = O
ag(v) Z

b(U) = <b1 (U(71))7' . '7bd(u(7d))> T'

ey

{x eR: g(x) =0},



Apéndice B: Resultado para ceros aislados

Definicion (DD respecto
ap)

u,p € R?, a angulo
positivo respecto a eje-x
segmento up.

<q_ U,Vf(U)>
lu—q|

derivada direccional
respecto p en u.

fo(U) =

Definicion (Star-like set)
S C R? es star-like
respecto p,Vse Sel
segmento abierto sp esta
en S.

Teorema

e p € R?, S C R? star-like respecto p
en el dominio de f,g.

e En S, f,g diferenciables , 9,(s) # 0,

- fa(X)
* fP)=g(p)=0, Jim =L
Entonces lim @ =L
x=p g(x)

[8 AlFine and S Kass.
Indeterminate forms for
multi-place functions.
Annales Polonici Mathematici,
18(1):59-64, 0 1966.



Apéndice B: Condiciones para ceros de a;(-)

E; = {xecR?: g(x)=0} satisface alguno de los puntos:

(1) p € Ejesun cero no aislado de a;(-) y:
o D:={u:e) 1 =gj(u)=0}. esunacurvasuave que pasa
por p.
e El vector candnico e; es no tangente a D.
e Para cada p € E;, existe una bola B;(p) t.q.

daj(u)
dul)
(1) p € Ej es un cero aislado de a(-) y:
e Para cada g € Ej, p no es punto limite de
Ey:={xeR: (8)a(x) =0}.
e Para cada p € E; existe Br(p), t.g. la derivada direccional respecto
a p satisface

aj#0, £0, VueD\Bi(p).

(@)a(x)#0,  Vxe B(p).
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